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Drie viaag.tukken over ribben-zestallen van viervlakken

Vraagstuk 1. (afkomstig van H. Steinhaus):

Er bestaan zodanige getallen a>b»c»d>e»f dat er 30 verschil-
lende viervlakken zijn met ribben a,b,c,d,e,f.

Welke andere waarde behalve O en 30 kan N(a,b,c,d,e,f) hebben, als
N(a,b,c,d,e,f) het aantal verschillende viervlakken met ribben
a,b,c,d,e,f voorstelt.

We zullen straks bewijzen dat N alle gehele waarden tussen 0 en 30
ook aan kan nemen. Voor we aan het bewijs beginnen zullen we eerst
na moeten gaan hoe we bij een gegeven geordend zestal kunnen vast-
stellen of het een viervlak representeert of niet.

Een geordend zestal (xq,xg; V4s¥os quzg) definieert het viervlak

waarbi] X, en X, overstaande ribben zijn, evenzo V. en Vs, z, en Zo,
L [#8

1

en waarblj de zijvlakken gevormd worden door de drietaller (Xi’yj’zk)

met 1 + j + ke O (mod 2), aangenomen dat zo'n viervlak bestaat,

o)
met 1 + j + k=0 (mod 2) bestaan. Voldoende is dat niet: Tegenvoor-
beeld (L.M. Blumenthal): ieder dr'~tal van de & getallen 97, 98, 99,
100, 193 en 194 vormt een driehoek; toch bestaat er geen enkel vier-
vlak met deze G ribben.

Nodlig voor dat bestaan is allereerst dat de driehoeken (xi,yj,z

Zijn Pi(xi,yi,zi), i=1,2,3,4 vierpunten, V het volume van het vier-
vlak PﬁPQPBPM’ dan is

170000 01111 0 1 ] 1 1

0 1 XY 424 170000 1 (rq,r ) (r L ) (r rqsly ) (rq,ru)
=36 V% = | 0 1 xav,2, [ % |0 xxgxgxy|= |1 (r,,my) (rhr,) (v Q,PB) (Pyory)

0 1 %3324 0 ¥ ¥,95¥y 1 (rq,r ) (r PpsTy ) (v 3,v3) (PB’P4)

O 1 xyy2y 0 2425252, 1 (r ’PA) (e ,rg) (v ’P4> (r4’rh)

zodat




0 1 1 1 1
N 1 —2€r1,rq) —2(?1,P2) —2(?1,r3) -2(r1,r4)
288 v= = 1 ~2\r1,P2) —E(Pg,rg) -2(r2,r3) -2(?2,P4) =
1 52(r1,r3) -Q(PQ,PB) —E(PB,PQ) —2(r3,r4)
1 ~2(l",l,lf‘4) —2(1"2,1”4) —2(]?3,?4) -2(1"4,1’4)
0 1 1 1 1
' 2 2 2
10 pppy by P
~ 2 L .2 2
=! 1 Png 0 12P3 P2P4
1 PP PP 0  p.p2
13 a3 374
2 2 . 2
1 P1?4 P2P4 P3P4 0

Wil dus een geordend zestal (xq,xgg VasVps 21,22) een viervlak
voors”ellen dan moet de determinant ‘

0 1 1 1 1
.2 2 2
g 0 Xq0Vy 21
_ 2 2 2 < .
D = 1 x,l 0] Z, Vs positief zijn,
2 2 2
1 v, %5 0 X5
2 2 2
1 21 y2 x2 0

Deze voorwaarde is op zichzelf ook niet voldoende, een tegenvoor-

beeld is
(1,35 5,3; 1,7).

De biibshorcnde determinant is positief; geen van de drietallen
(3,3,7)s (3,5,1), (1,3,1), (1,5,7) vormt echter cen driehoek.
Bestaat echter een van de driehoeken, bv. (xg,yg,zg) en is D posi-
tief, dan bestaat h=t viervlak. Ve laten het bewijs van deze bewe-
ring hier achterweg~., We zaan nu bewijzen dat N(a,b,c,d,e,f) iedere
gehele niet]negatieve waa;de klciner daP 31 kan hebbep. We stellen .
a :: (; FE)E, b= (5 k)E, e= (64 3)9,d = (6 +2)%, e=(t + 1)7,
= t=,

D wordt nu een polynoom van de 3e graad in t. Llk van deze polynomen
i1s negatief voor t = 0. Voor zeer grote waarden van t zijn de ribben
nagenoeg gelilijk, zodat zeker alle 30 polynomen positief worden.
N(a,b,c,d,e,f) wordt nu een functie N(t) van t alleen; N(O) = 0,
N(+00) = 30. Laten we t aangroeien van O tot +co dan gaat elk van

de 30 D's op een gegeven ogenblik van negatief in positief over;



-3-
iedere keer als dat gebeurt neemt N met 1 toe. We moeten dus be-
wijzen dat de polynomen een voor een van teken omkeren, m.a.w, dat
er geen twee polynomen een positieve wortel gemeen hebben,

Substitueren we in D x° = T+ ™, x° = v+ B, y? =t +Y, yg =t +J

7 2
zf =1t +¢&, zg =t +§, waarbl] («,p,7,7,¢, ¥ ) een of andere permu-

tatle van de getallen 0,1,2,3,4,5 is, dan komt er

o 1 1 1 1

1 0 T t+Y t+e

D= | 1 ttx 0 t+7 t+d | =htI+2tP(a+pryadeery) + At+Bs
1T t+y ©+f 0 t+g

T t+e t+d t+p O

TR 30t2 + At + B. (A en B geheel).

’Twee van deze polynomen hebben als verschil een lineaire vorm in t,
met gehele co&fficiénten. Willen twee polynomen dus een wortel ge-
meen hebben, dan moet deze rationaal zijn,

Wie gaan de viervlakken nu nummeren, Zij V een of ander viervlak met
ribben a,b,c,d,e,f. Als X, kiezen we de langste, dus a. Daarmee
ligt X5 vast. Als V4 kiezen we weer de langste die nog over is.
Daarmee liggen alle andere ribben vast. We hoeven op die manier

alleen de ribben X55Yp0s%, 82N te geven: x_=a; 1s x2=b, dan is v =c

/l
is Xg # b, dan Vg = b; 5 ribben liggen dus al vast, en daarmee de

zesde ook, We nummeren nu de viervlakken (xg,yg,zg) in alphabetische

volgorde: V, = (b,d,e),..., V30 = (f,e,d).
Hieronder volgt een tabel van de polynomen U(t) = %D(t)~2t3—15t2 en
) van de waarden van D(t) voor t=%f, t=1, t= % , t=2.

Uit deze tabel zien we:

1) Alle co&fficiénten van de tweetermen U(t) zijn geheel,

2) Voor t=0 zijn alle D's negatief.

3) D(2) is steeds positief. Alle polynomen hebben dus een wortel
tussen O en 2.

4) Daar alle op te lossen vergelljkingen van de vorm 2t3+15t2+6tt—ﬁ==0
zijn (m, p geheel) kunnen rationale wortels alleen maar getallen
n

= zijn, n geheel, Samenvallende wortels tussen O en 2 kunnen dus

alleen optreden voor t = &, t=1, t = % .

5) Geen der polynomen wordt nul voor t = %, t=1 of t = % . Hun posi-

tleve wortels zijn dus allemaal verschillend.

Hiermee is bewezen dat N(a,b,c,d,e,f) alle gehele waarden van O tot

en met 30 kan aannemen.



TABEL I
Volgorde E
waarin de | 1| X,¥,Z, U D(%) ] D(1) D(%) D(2) |wortel
polynomen !
door O gaan ‘ E‘ ‘
26 11 bde Nt-53 | - Ol i - 64 | 213 62 | 1,6001
25 21 bdadr 4bt-52 | - 92 | - 62 | -11 6Lk | 1,5852
28 3] bed Te-77 | =139 | 106 | -52 26 | 1,8506
27 41 per Tt-73 | =131 i - 98 | -4j 34 11,8017
30 50 b f d 8t-84% | =152 | -118 | -63 16 1,9107
29 6| b re 8t-01 1 =146 i -112 | =57 22 | 1,8760
16 71 c de 76-17 | = 19 14 683 146 | 0,8220
11 8| cdr 7Tt-13 | - 1 22 76 154 | 0,702
23 9| ced Mt-41 " - 63 | - 26 32 114 | 1. 2484
19 10| ce f 1Mt-29 | - 39 | - 2 56 138 | 1,0211
2L M| ¢ £ 4 13t-4kg | - 77 | - 38 22 106 | 1,3374
22 12| ¢ £ e 13t-41 | - 61 | - 22 38 122 | 1,2060
6 131 dc e 8t- 4 8 4o 97 176 0,311
1 MWl dcf 8t~ 1 14 48 | 103 182 | 0,1043
21 151 d e c 16t-36 |- 48 | - 6 57 A4 | 1, 0564
7 B def 16t- 9 6 8 | 111 198 | 0,4025
2D 171 d f ¢ 17t-37 | - 49 | - 6 58 146 1,0554
8 181 arf e 17t-13 | - 1 Yo | 106 194 | 0,5148
10 19| e c d 13t-19 | - 17 22 82 166 0,7492
9 20| e c f 13t-11 | - 1 38 98 182 | 0,5168
18 211 e d c 17¢-27 | - 29 14 78 166 | 0,8603
2 22| ed f | 17t- 3 19 62 | 126 214 | 0,1549
13 231 e f ¢ 19t-23 | - 19 26 92 182 | 0,738
5 2k | e £ g 19t~ 7 13 58 | 124 214 | 0,296L
17 25| £ ¢ 4 16t-25 | - 26 16 79 166 | 0,8354
12 26 fce 16t-20 | - 16 26 89 176 | 0,7190
15 27| £ dc 19t-25 | - 23 22 88 178 | 0,7823
i 28 £ de | 19t- 5 17 62 | 128 218 | 0,2228
10 29| f ec 20t -20 | - 12 34 1 101 192 | 0,6527
3 30| £ e d 20t - 5 18 64 | 131 222 | 0,2145
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Vraagstuk 2. Is het mogelijk een dusdanig zestal aan te geven, dat

de alfabetische volgorde ook de volgorde van de volumina is, opklim-
mend van klein naar groot? |

Vergelijken we in voorgaande tabel U2n-1 en UQn’ dan zien we dat de
co&fficiént van t steeds dezelfde is, en dat U2n> Ugn,q‘

Dit is niet toevallig. V2n-1 en Vo gaan in elkaar over door verrul-

ling van de overstaande ribben Z, en Z,.

D(X1,X23 PEEREE Zq,zg) uit, dan komt er

Werken we de determinant

- 2 o 2, 2 2,22 2 2 2 2
2D = (5 4 kg yh wyp v oAl v ) (KOEp - yqvp b o2gsp)
22, 2 2 2 2, D 0 2 2, p 2
- - -
X1X2(x1 + xg) Ejy,]:yz(y,l + y2) ezng(z1 + 22)
022 022 o P2 o 20
A B L S P L B P P E P

Schrijven we V(X,I,x2 I O D 21,22) = $D, dan wordt dus

V(X :X2 5 y/]:yra; Z,I,Z2) - V(X2,X,]; y21y45 ZQ,Z,;) =

1
222 202 222 2202 2 0 2 2 00
= = Xp¥oly - XVaZo ¢ Fp¥aZg - KVoBg fOX V4Bt Eo¥oZg F
2 2 2 022 .2 2., 2 2., 2 2
P xgyRRy v XRYe%, = (kg - xp) (v - vp)(2h - 2p).

m hY - . . . -
Ngmen g, nu '\/‘2n yoor f(xq,xz, V4sYos zq,zg), dan 1s X, = a, dus
X4 - x?>-03 evenzo is V4> Vo De alfabetische volgorde brengt nu
mee dat Zo verder in het alfabet staat dan Z 4 (d.i. de Zn van VEn—ﬂ)’

dus ook zqr'z,.

2 2 2 . , .
| Nemen we x5 = t + ?i’ yi =t N, 2y = t o+ Si’ i = 1,2, dan is
V2n - Voo q = (Z 4 - ?2)(47,l _vzg)( - yg), onafhankelijk van t.
Voor voldoende orote waarden van © vallen Vﬂ""’v3o dus uiteen in

15 pakketten van 2; deze paren zljn opeenvolgend genummerd; de volg-
orde van de pakketten wordt bepaald door de co&fficiénten van tq.

Stellen we F,‘ —!-?2:.%‘9 r)?/] +172='}?-’ 3-/1_’.&2__:3.’ ‘2‘1?2:?',
Mie = 450 =50, Frm T =N, 5 bt + 5 = 4, dan is:
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V(Xq,Xg; V45955 z,l,zg) = (6t+7\)(3t2+mt+,u)—2(2t+*;)(t2+§t+‘g')
—2(t%4y b 1) (264 ) -2(£%+ § 6 § ) (26 ¥ )-bt2 -2 £2
“t(%QQ?E.F F 2 '52+‘YZ2 3‘2—}— ?’] qz’l+ }’] ‘3'2+421 52'}" 52”24*“5234“11 314"54’}?24'
2
+?’l Y’IMZQS"I—;E'YZ 252"51”7&'2"?2”?131‘517 §4 = 267+ at
2 1L
2,,2,.2 2 L
ve {Z\é‘ -3 1*?2*’?1+’YQ+3W+52 /"“}* V(52,5257 2

Nemen we nu a2=t+oc, bg—t+f5 02=t+'r dz_t+6’ e =t+e, T =t'

®>P >y >d > 50, Substitutie van a,b,c,d,c,f voor x,
Z,5Z5 1in een of andere volgorde in V( X3 VAsVns2 ,z g;eef? n polynoom
1772 1’ 2” ; 2271

5 ; 2 A 3
int waarvan het stuk 2t°+ nt +t{“‘;§“ - é- +‘52+ 'Vz,]+'»zf)+§ +‘g )} niet van

de keuze van de permutatie van a,b,c,d,e,f afhangt. Van twee poly-
nomen zal dus datgene de grootste co&ffici&ént van t hebben, waar-

voor M= ¥ §.+ N4 Mot §, 5, het kleinste is.

s
2.

S‘Q 2’ F 1’?2

I\J R

Het probleem is dus teruggebracht tot het volgende: kunnen we in-
dien Mo = ;,l §2+ T4t 54 ‘;2 is horende bij Vgn(xq,xgqu,yggz,‘,zg)
de o, p,Y,d,& zo bepalen, dat de alfabetische volgorde van de

V2n correspondeert met een monotone daling in de rij e ,...,,uv,]5?
Hieronder volgt eerst een 1lijst van /L(”I""”"‘L’IB‘

TABEL II
/"‘1 = &P+ Y&
Moy = Bt T E Moy = pho = 7(d-2) >0
,u.3=(x[5+r3‘€ ,a2~/c<.3=€<’)’-d‘)>~0
My = YR -y = a(pey) - I(p-k)
Mo o= %Y+ PE My = phg = p(T-t) > 0
Mg = &Y+ J& Mg = Mg = €(B-3) >0
Mo = T+ BT Mg =My = Y (x-p) - I(x-¢)
Mg = ®TE PE - g = py-e) > O
Pg = XTI+ TE g - g = E(B-7) >0

Mg = XE+BY My = A o= a(f-¢) -y(p-e)
fr = €247 - plr-d)

Mo = K E S+ T A T 0T 7B -7)
Mig = PTHIE g - = E(x-3) - v (A=)
My = PEETE g - = (B-E)(
P A
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Kiezen we pB>7 > d>e>0 willekeurig en nemen we & groter dan de

grootste van f#, (B - ¢) s Lr-Je B Y(p-¢) , r(p-9)+de , dan vormen
B-7 y-d J-¢ & |

de u's inderdaad een dalende rij., Bij voldoend grote t zijn de 30

viervlakken dan naar opklimmende grootte geordend wanneer ze alfa-

betisch worden opgeschreven.

Een voorbeeld is &= 11, g =14, =3, J=2, ¢ =1, met fq = 50,
Mo = W, pg =46, my = 41, Mg = 3T, fhg = 35, phog =3k, pg =26,
Mg = BOs Mg = 23, Hgq =19, Myp = AT, Mg o= dE, Ay = 0,
M = 10.

TABEL III
1| v-ot3-21t° v(89) |l 1] v-ot3-21t° v(89)
1| =56t-371 1 570 924 | 16 | -32t-123 |1 573 308
2| -56t-364 1 570 931 171 =-31t-211 |1 573 309
31 =-53t-431 1 571 131 181 -31t-139 |1 573 381
L1 -53t-403 1 571 159 19| -29t- 43 |1 573 655
51 -52t-4lk 1 571 207 20 | -29t- 23 |1 573 675
6| -52t-423 1 571 228 211 -25t- 99 |1 573 955
7 ~47t-209 1 571 887 22 | -25t- 39 |1 574 015
8| -47t-193 1 571 903 23 | -23t-107 |1 574 125
9| -L43t-281 1 572 171 24 | -23t- 67 |1 574 165
10 | ~43t-233 1 572 219 25 | -20t- 7 |1 574 k4og2
11 | -41£-301 1 572 329 26 | -20t+ 4 |1 574 503
12 | -41t-269 1 572 361 27 | -17t- 43 1 574 723
13 -40t- 76 1 572 643 28 | ~17t+ 1 1 BT74 767
4| 40t~ 67 1 572 652 29 | -16%- 4L |1 574 811
15 | =32t-204 1 573 227 | 30 | ~-16t- 11 (1 574 8hl

Alle viervlakken in deze serie bestaan vanaf een waarde van t die
tussen 4 en 5 ligt, maar de volgorde is pas alfabetisch voor t > 38.
Een paar viervlakken zoals Vq en V2) waarvan we bij voorbaat weten
welke bij alle a>brc>d>e > >0 de grootste is, zullen we verge-
lijkbaar noemen. Een paar als V,1 en VB’ waarvoor in tabel I voor

t =2 V,1>'V3 maar in tabel III V3> V1 zullen we onvergelijkbaar
noemen,

We kunnen het voorafgaande resultaat nu ook zo formuleren:
Stelling. Zijn V, en Vj vergelijkbaar, dan komt in de alfabetische
rangschikking de kleinste van de twee voor de grootste.
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Vraagstuk 3. Welke paren zijn vergelijkbaar, welke niet?
Anders geformuleerd: De ongelijkheidsrelatie bij vergelijkbare V's
"VBO) tot een halfgeordend systeem. Hoe

maakt de verzameling (Vq,..

ziet dit systeem er uit?

Vraag 3 kunnen we stellen

a) voor complete zestallen, dat zijn zestallen waarbij de viervlak-
ken alle 30 bestaan.

b) voor niet noodzakelljk complete zestallen.

Het zal blijken dat voor complete zestallen bij bepaalde paren
Vi,Vj steeds Vi> Vj’ terwijl er een niet compleet zestal bestaat
waarbij Vv,> Vi' Systeem 3a is dus rijker aan relaties dan systeem
3b. Willen we vergelijkbaarheid bewijzen zowel in geval a) als in
geval b) dan zullen we die moeten bewijzen voor niet noodzakelijk
complete zestallen. Tegenvoorbeelden zullen we daarentegen met com-
plete zestallen moeten geven, willen ze zowel voor geval a) als
voor geval b) bruikbaar zijn.
We hebben al gezien dat V,n> v

2 2n-1
Andere relaties vinden we uit:

(15 relaties).

V(X4s¥o 3 Vqs¥p 5 Z452p) = V(XXy 5 Vq0¥p 5 2q0%) =

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
= (Xq - y/])(xz - yg)(x )‘ (/l)
Nemen we aan dat de voorste de laatste 1s in de alfabetische volg-

orde, dus x ='y2, dan is het teken van het verschil dat van de factor

xf + y% + xg + yg - 225 - zg. Hierin is X, =8, Xy = b of Y4 = b.

De enige mogelijkheid dat de factor X% + y% + Xg + yg - QZ% - 22§'<C
is dat 2, = Cy 25 = d of z;L = d, Zy = C; in alle andere gevallen is
22? + z§-<202 + d2<a® 4 b2 + d°< x% + y% + yg.

Dit geeft o.a. de relaties: V28>.V18’ V27>‘V17, V26:>V12, V25:>V14,
Voo™ Vags Vou™ Vags Voo Vaigs Vig” Vgs Vau> Vs V> Voo Vop > Vg,
V19>'V4, V43> Vg,

Verwisselen we in (1) de letters y en z, dan vinden we op analoge
manier de relaties: V6<’V21, V5<:V15, V4<'V27, V3«<V17.

Een andere vorm van (1) is:

V(x,‘,y,] 3 XE’y'B 3 Z’]’ZQ) - V(Xq:xg 3 Y1Jy2 3 21’22) =

2v.2  2v.2 . .2 .2 2 2 2
= (x5 - ¥ (x5 - v (xS x5+ yS v - 2g - 225). (2)



Hierult krijgen we: Vig> Vs Vg > Vg V.57 Vg, Vaq> Vgs Vo> Vy,
-3 8
V9 VB, V8>'V V7>'V,

Verwisselen we in (2) weer y en z, dan krijgen we nog: V
Vo

2’ 1°

30" Vg»

bg T
97 Va5s Vo3> Vags Vag> Vs Vou> Vogs Vag > Vg,

Verder kunncn we nog bewijzen:

v15-v3 = (V15~V5) + (V5—V3) -
= (2%-¢%) (p2-a2) (a®+p24a®re?c? 2r?) 4 (c2-a2) (62-£2) .
.(02+d2+e2+f2—a2-2b
+ (82~62)(b wce)(a2+b2+d2+e2—02-2f2) - (cg—dz)(b2—c2)(e2—f2)+
+ (az-eE)(cg—dz)(a2+b2+d2+e2—02—2f2) - (a2~e2)(02—d2)(e2-f2)

~(b%-a%) (c®-a%)(e®-£%) > 0.

2)

= (a2-£%) (1°%-a%) (2% 0% +a%412202-e?) 1 (c2-a2) (e2-£2) .
- (a°42b°-c?-g% e?_r?)

> 124 (a%-£%) (bP-0%) - (e2-£%)(c2-a®)} > 0.

2,.2, 2,2 ,2

Vog Vs = (2°-c%)72-2%) (aPrePraPre®nP2e?)s(a”-07) (0P-07) (c-e?)-
= V, -V zodat V>V, -+V, -V, >V
- = - - ﬁbx\im‘B’ 29 15774773 4
VogV 47 (V29 V23) + (V23 v17) - = .
f) r
= (2°-p%) (e®-2%) (2%4b%4eir®c?20%) +(a%-c?) (42-62) .
[
- (8%+c24d%4e®-p2 2r?)
2 s Is
= (a%-p%)(e®-12) (a®+p”rr2cPod?) - (aB-b?) (3%-e?) (e2-r2)+
+ (a2—c\f(d2~e2“(32+02+62+e2—b2-2f2)> 0.
: 2 2y, .2 2,2 2 2 2 2 _ o
- — - af - = - - ~g“ -
VBO Vi, = (VBO Vgﬁ)“V25 V) = (bT=d%)(c“-e“) (b +c“+d“+e“-a“-2f°)
r (8%-0%) (02-£2) (224bP4c PrrPd®2e®) > 0.,
(a2 2vis2 o2y, 22 2 .2 2 0 2 .2y, 2 2
V27~V5> V27‘V47 = (a7-p7) (a%-£7) (a“+b“+d"+f"-c“-2e“) > (a“-b")(d“-e“).
.(02~f2\ = V-V, zodat V., » V.-
‘ 6752 “PREY Vo7 VG
2 2y,.2 2\,.2 .2 2 2 2 2 2
_ - S(V,-Vo) = - - - - - -
v23 Ve >(_v23 V47) (V6 V) (2%-c)(d"-e") (a"-b +a"+e“=r“+c“-£7)

- (8%-n%) (aP-e?) (c%-£8) > O

- 2 .2y,.2 2 2 2y (.2 J2v o
Vog V15>(a -p7) {d=-e%) {(c®-d%)+(a"-r )} = Vg V5,Vzodat Voo Vg
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V23-v4 = (V23-v17) + (V17—V3) - (V4—V3) =

il

(ag—cg)(d2—e2)(32-b2+02+d2+e2~2f2) a°-r°) (v°-d2)-

+ (
.(a2+b2—202+d2-e2+f2)
2

~(a%-0%) (0%-®) (a%-B)  (aPop?)(cP-a?) (aB-£2)> O

oqVy = (V27-V4)—(V27—V21)>-(ag—cg)(eg-fe)(a2+b2+d2+f2-202-e2)

s (cgndg)(e2-f2)(ag+b2+d2+f2—202—e2)—(a2~c2)(eg—fg)-

(a%cCrerrPop®o2d?)

> (a%-c?) (e®-£2) (202-302130%2¢?) 1 (02-2)(e2_r2)(a%-c?) » O,
v28-v9 = (v28-v7) 3 (V7-V9) =

= (c®-1%)(a%-e?) (a%+c 21624 r2-202-02) £ (p2-£2) (d2-6?) .

'(2a2+c2—b2—d2-e2—f2)

~ 1%(a%-e?) (c2-12) - (a%-e?) (a%-e?) (c2-£2) - (22-e2) (a2-e2) (p2-12)
~f2(b2—f2)(d2—62)> 0.

(Vaa-Vag) + (Vogag) + (VpgVis) =

i

o) AN )
(a%-12) 9%2a%) (c®ue®) - (b%=c?) (a%-?) (b2+c2ed®re® a2 2p?)

+ (ag—cz)(dz—fE)(a2-b2+c2+d2—202+f2)>

c , o .
A (P (PR (0 22 Py (e2o5R) (aB-b2hc Pia® o262y £ ?)

+ (bg—cz)(dg—eg)(2ae—2b2~3€2+3f2)

'-02) 5(cg-mz)+(ag—b9+02+62—2e2+f2)-3(dg—ea)} > 0.

Deze resullaten z!,1 sarnenzeve’s In tabel IV, waar de vergelijkbaar-
heid van Vi 2 7, is aangegeven met een zwart hokje of een kruisje
3

op de plaats (i,j). Een krulsje op -..k) greft aan dat Vi en V,
vergel? jkbascr 7z jn terwijl er zelfs een Vj bestaat zodat
Vi*‘vjrﬂvk.

Hiermee 1is vevens probleem IIIb opgelost. Van alle overige combi-
naties (1,J) 1s nl. een tesenvoorbeeld te geven waaruit de niet
vergell jkbaarheld blijkt. De getallen in de betrokken vakjes
(vcorzora= -7 10) verwijzen naar de kolom in tabel V waar dat tegen-
voorhecid ¢~ rinl-n is,

Alleen de gctnll2r O hehoeven nog nadere toelichting. Deze zijn
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verkregen uit het ordeningsschema van de bij vraagstuk II te pas
gebrachte grootheden u, (zie tabel II). Hier waren bv. Aoy €D

A+, onvergelijkbaar: Sy > fry voor £=1, J=2, y=3, g =h,a=T;
My /13 voor & =1, J=2, 7 =3, p =4, « =5, Daar voor grote waarden
van t V2k>‘V2k_1>-V2m>»V2m_1 indien M > Mo lmpliceert de onverge-

lijkbaarheid van Mo BN My die van het paar V2k’ ng-q met het
paar VEm’Vzm—ﬂ’
Als aanvulling op tabel II geven we hier:
TABEL Ila
Moo= My o= (=) (B-r) >0 shiq = Mgy = Ela-7) >0
Mo = pg o= (a-g)(p-y) 7 0 Syp = Myg = &(e-p) >0
Joy = Mg =8(fi-7) >0 Mg = Mg = (a-p)(y-g) >0
My = fo = (a-p)(y-9) >0 My - Mg o= (x-g)(p-9) >0
Mg = pg =x(y=-9)> 0 Mg = M43 =T(-p) >0
Mg = Mg = (*-2)(r-9)> 0 Mg = My = d&-p)>0
Mr’ﬁo=%1”’o
/"“8 - /’Lfm = (m_—/’)((}‘_ﬁ,) >0
My = ftp = (%-7)(F=g)> O
/""10 "/“‘/13 =5(°"“;) >0
TAREL IIb
Mo =y = pla-d) -v(x-¢) Mg = typ = vik-p) -e(x-2)
fog = pog = 0 (B-8) 7 (B-%) Mg = g = 0 (r-e) -o(p-e)
My =S = G(A-y) -E(8-9) Mg = Mgy = % (T-€) -p(r-¢)
fy = A =B(&%-y) -d(x-t) Mg =My = C(x-¢) -Bly-e)
S = g L) —g(r-d) Mg = g = T(a-p) -e(x-y)
/LL'5 __/,,7 = o (=) -3y -¢) Ay -—/LL,B = J(®-¢g) -y (B-¢)
Mg = pg = 2(r-9) -&(p-9) Hgq = Mgy = B(-8) Ay

S = Mgy = g(a-7) -d(p-7)

Fig.1 geeft het ordeningsrcostzr van de /“i’ fig.2 geeft het
ordeningrschema van de complete en incomplete ribben-zestallen.



figele

Oplossing van vraagstuk IIla :

In tabel V kolom 10 en 11 zijn incomplete zestallen gebruikt j; in tabel IV
wordt hiernaar op 11 plaatsen verwezen, nl, daar waar V; met V” 3 V,, met V1,,
ViseVyy en V, 05 V., met v”,v“,v” en Vi, 5 V,, met v,, en V” worden verge-
leken, We zullen bewijzen dat in al deze gevallen bij complete zestallen tot
vergeli jkbaarheid kan worden besloten, Hiermee is dan ook probleem IIla opge-

lost., Het bijbehorende ordeningsschema wordt gegeven in fig,3.

Bewijs :
V, = a?b? (c? 4@ +e? 4 —a? =17 )= (B2 ¢ ) (02 - ) (2 =2 )=(a2 =12 ) (0 =2 ) (@2 =2 ) -
-] —@(2-f2 - R2(ft)(R-0?),

wil V, positief zijn, dan is dus op zijn minst nodig dat ? o B 4+ o+ 2
> &’ L 4 v ®
Hu is
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Viq - Vo = (c2-0%) (a®-e?) (2b2+72_32.c2 g2_¢?)
2 2y, 2 2\,..2 2 2 2
Vip = Vpy = (c%-e)(a®-a%)(2bP4£2 222 g%-¢?)
Vao = Vo = (4%-%) (2%-c2) (207412 0202 g2 e?) |
Is nu 2b2 + f2 - a2 - c2 - d2 - e2>o dan is 2b2+f2>a2+02+d2+e2,
dus b2> c2+d2, dus a°» e2+f2, dus a2+b2> 02+d2+e2+f2.

Bij volledige zestallen is dus V’17>V’I’1’ V24> V23> V,]2>V,m> V24> V’18'
Verder is V -V =V

12 7 Y29 = Va7 Vop * Vpg = Vg =
-(82—b2)(cg—fz)(82+b2+02+f2—2d2—e2)+(bg—dg)(02—82)(282+f21b2102—d%e2}
2~~d2)(cz—eg)(b24—1‘2—02--<:’i2—<32)—(212-b2){2(b2--d2)(ee—fg) +

+ (cg—fg)(ag—b2+02-e2+f2)}.
Indien V,]2>V29, dan is b2+f2> 02+d2+e2, dus b2> 02+d2, dus V5< 0.
Voor volledige zestallen is dus V30> V29 >V’12>V’H'
Vor =Vaq = Vog + Vog - Vpy =
(ae—bg) (02+f2) (d2+2e2—a2—-b2—02—f2)+(b2—e2) (cg—dg) ( 2a2+f2~b2-ce—d2—eg)=
(p°-e%) (cB-a%) (02+12-0%-0%-e?) - (a-02) | (aP-£2) (a2p 4P a2 2eBr 2) +

= (b

Evenzo:

Vaq

+ (02—62)(82—b2+02~d2+f2)}

.2 2. 2 2 2
en V,M—V27>O:¢~b + %> c™ +d° + e ==;>V5<O.
Ook V,]8 - VjO = V,]8 - V28 + V28 - VBO =

2.2 22 2
= (22-b°)(a°%-r?) (2c%+e®-a”-b%-d%-£7) £ (p°-c2) (d%-?) (2a2+f 212 02 g2

2
= (b%-c®)(a®-e?) (b241%-cPua?-e?)- (a2-p%) {(a°-£2) (a2-p%4a%-eZ412) 4

+ 2(b%-c?) (e%-1%)}
zodat voor volledige zestallen ook V30> V’l8‘

Vg =T g =T 4o+ 4 g~V pg=- (a0 %) (0%-e) (a%-£7)4 ,
+(a2-d2)(cz—fg)(2b2+e2—a2—02-62—f2):(bz—d2)(02~d2)(bg-cz—d2+e2—f2gg;§g)
~(a%-02) (32-£2) (8%-a%-12) - (2%-07) (c2-07) (a®-bPucPma?re?) T
~(d%-e?)(a%-£2)(2a°%-c%-a%).

2 2 . .2 2

DusV9>V29=:=>b2+e>c + d° +Af", 7\=—-§——-g>’1. (1)

In dat geval is



2,_ R p n? =Yy ;‘)‘ 4, /{)"12 9) fﬁE*’mbg‘cg‘.‘dgmagwfe)

’ 4 D )

. .
(242 (2 2)(62 72y ez(ce_da)z_dg( 2_02)2_(42_12)(02.42)1a2.¢7

‘"2(02—1‘2)(@2-82) u’( 2ra%rere2op ) (2)
Uit (1) en V5> 0 volgt 382> cg+d2+(27\-ﬁ)f2, dus e®-12> c;“)«dQ, dus
N> 2,

Uit de driehoeksongelijkheid voor de driehoek met zijden b,e,f
7olzt b2 - e - £2¢ gef. (3)
Neemnuf='1,d2=82+6',cg—.-e +Y, b e—’}mﬂ.Danis

f < 2e, bovendien >y+d+A-1 =7 47+ 8;‘7; > 20 + 2(e?4d-1)<.
1

'1 ﬂ
Uit 29+ 2(e2+ar-4)2 <p <2e volgt & <1, zelfs o”ae—(e -1)%= --—(~——g~———-)—~;
e+(e“-1)2

2

1 1
Uit g > 2(e2—1)2 velet £ =2e-8, 6 <(e"-1)72,
2
Uit Y - - 9?%2‘1-"— <2 - 2F volgt (y-7)2-2(e-d)(y-9)+(e-)%1-7+5°-

Ped <1, of e-1<7 < e+1,

- X _.;1..
Uit e“> Y +d+ (2n-1)> e+2 volgt e »2, F<2-3%, 6<37°,

Berekenen we nu V. voor a- = b° = (e+1)? - o, =6 se +5,
4° = e + ¥, |5] <1, dan komt er

v =~4e4—pe3+qe2+re+s;

5
6 - 98 -5 - 47 > 2 + 2.3%7 5

I

P
> . 2 2 2
£+6 - 20 + 116 + 8% - 367 - F°- §°-Iy-296 - 2¥6<3

T
P =198 - B + 5%+ 2% 118" - 676 - 48 + 20F-3°<0
o=’l.

Dus V5< —&eu" - 593 + 3e2 + 1< -91 wvoor e »>2.
on: olledige zestallen 1s dus Vp9> V9.
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12,11

205
205
205
205
129
129

EERARIBENESY

9.9

627

609
620
609
620

6| 7 8
11,0 | 7,7 ho,8
140,10 | 7.6 8.3 |
309 | 473 |608
309 b73 | 608
309 | 473 | 608
309 473 | 608
309 | 473 | 598
309 | 473 |598

608
| 608
608
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-110 |}

~110

~110
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